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  פונקציות אנליטיות

 פונקציה מרוכבת

  פונקציה מרוכבת היא פונקציה הלוקחת מספר מרוכב ומחזירה מספר מרוכב

:f  
 

zאת הקלט נסמן ב  x iy   ואת הפלט ב f z u iv   

  

 הגדרת הגבול

אנו אומרים כי  
0

lim
z z

f z L


  אם ורק אם  

0לכל    0קיים   00כך שאם z z     אז f z L  
 

 

 הגדרת רציפות

אנו אומרים כי  f z  0רציפה בz  אם ורק אם  

0לכל    0קיים   0כך שאםz z    אז   0f z f z    

(כלומר     
0

0lim
z z

f z f z


( 

 

 (במובן המרוכב) הגדרת גזירות

אנו אומרים כי  f z  0גזירה בz  ורק אם הגבול הבא קיים וסופיאם  

   0 0

0
lim
z

f z z f z

z

 





  

ואם הוא קיים וסופי נסמן את ערכו ב   0'f z  
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 משפט לופיטל

אם    ,f z g z  0גזירות בz  ,   0 0 0f z g z   ו-  0' 0g z 
 

אזי 
 
 

 
 0

0

0

'
lim

'z z

f z f z

g z g z
  

  הערה: זו גרסה מסויימת של משפט לופיטל עבור פונקציות מרוכבות ואינה זהה  

  למשפט בחדו"א.            

  בנושא נגזרות מרוכבות. 4ניתן לראות הוכחה לגרסה זו בתרגיל             

  

 נגזרות חלקיות –תזכורת 

u:2עבור פונקציה     אנו מגדירים  

     

     

0 0 0 0'
0 0

0

0 0 0 0'
0 0

0

, ,
, lim

, ,
, lim

x
x

y
y

u x x y u x y
u x y

x

u x y y u x y
u x y

y





 


 












 

 דיפרנציאביליות (במובן הממשי) –תזכורת 

u:2עבור פונקציה      נאמר כי היא דיפרנציאבילית בנקודה 0 0,x y
 

   -אם ורק אם הנגזרות החלקיות קיימות בנקודה ו  

   

       
   

' '
0 0 0 0 0 0 0 0

2 2, 0,0

, , , ,
lim 0x y

x y

u x x y y u x y x u x y y u x y

x y


    


 

   

 
  

 

 רימן -משפט קושי 

נסמן      , ,f z u x y i v x y    0  -ו 0 0z x i y   .  

אזי  f z  0גזירה בנקודהz :אם רק אם מתקיימים שני התנאים הבאים
 

1 (   , , ,u x y v x y (במובן הממשי) בנקודה  דיפרנציאביליות 0 0,x y
 

  ) מתקיימות באותה נקודה משוואות קושי רימן, כלומר2

   

   

0 0 0 0

0 0 0 0

, ,

, ,

x y

y x

u x y v x y

u x y v x y
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 פונקציה אנליטית בנקודה:

 f z  0תקרא אנליטית בנקודהz      אם ניתן לפתוח אותה לטור חזקות בסביבת  

ודה, כלומר אם הנק   0
0

n

n
n

f z a z z




   0בסביבתz .  

 על טורי חזקות נלמד עוד בהמשך, אך לעתים נתקלים בהגדרה זו בהתחלת הקורס.

בנוסף, f z  תקרא אנליטית בתחוםD  אם היא אנליטית בכל נקודה בD. 

 

 פונקציה הולומורפית בנקודה:

 f z  0תקרא הולומורפית בנקודהz  0אם היא גזירה לא רק בנקודהz אלא גם ,

 בנוסף, .0zבסביבה כולשהי של  f z תקרא הולומורפית בתחום D  אם היא גזירה

 .Dבכל נקודה ב 

 

  ההגדרות לעיל שקולות,  משפט:

  בנקודה אם ורק אם היא הולומורפית בנקודה.        כלומר פונקציה היא אנליטית           

  .Dאם ורק אם היא הולומורפית בתחום  Dאנליטית בתחום פונקציה            

  הולומורפית באופן חופשי./בהמשך הקורס נחליף בין המושגים אנליטית           

  

  לאור השקילות בהגדרות, לעתים מגדירים פונקציה אנליטית  הערה:

  בנקודה בתור פונקציה הגזירה בנקודה ובסביבת הנקודה.            

  

  תחום (קבוצה פתוחה וקשירה) אז Dאם   סיכום:

 f z  אנליטית בD
  


 

 f z  הולומורפית בD
  


  

 f z ב  כל נקודהגזירה בD
  

  

 פונקציה הרמונית:

פונקציה    2, :u x y    תקרא הרמונית בתחוםD  0אםxx yyu u   ב- D  

  

אם  משפט:     , ,f z u x y i v x y   רפית בתחום הולומו/אנליטיתD
  

אז                  , , ,u x y v x y  פונקציות הרמוניות בתחוםD  והן נקראות הרמוניות   

  .רימן) –(כי הן מקיימות גם את משוואות קושי צמודות              
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  פונקציות מרוכבות

  שאלות

רשמו את הפונקציה  )1   Ref z z z   בצורה     , ,f z u x y iv x y   

 

רשמו את הפונקציה  )2  2
f z z  בצורה     , ,f z u x y iv x y  

  

רשמו את הפונקציה  )3   22
2f z z i z   בצורה     , ,f z u x y iv x y  

  

רשמו את הפונקציה  )4  2
1

z
f z

z



בצורה       , ,f z u x y iv x y  

 

רשמו את הפונקציה  )5  2f z z z   בצורה     , ,f z u x y iv x y  

 

רשמו את הפונקציה  )6 
3 3

3 3

x y
f x iy i

 
    

 
בצורה   f z

 
zכאשר  x iy   
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  תשובות סופיות

1(  
 


 


2

, ,u x y v x y

f z x i xy   

2(  
   


2 2

,,

0
v x yu x y

f z x y i    

3(  
 

 
 

2 2 2 2

, ,

2

u x y v x y

f z x xy y i x y        
 

4(  

   

2 2 2 2

, ,

1 1
u x y v x y

x y
f z i

x y x y
  

    
 

5(  
 

 
 

2 2

, ,

2
u x y v x y

f z x x y i xy y       

6(  
 2

3 3

12

z z z
f z
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  גבולות מרוכבים ורציפות

  שאלות

  :מצאו את הגבולות הבאים (אם קיימים)

1( 
0

lim
z

z

z
 

2( 
4

40
lim
z

z

z
 

3(    
0

Re Im
lim
z

z z

z


 

הראו כי הגבול  )4
4

1

0
lim z

z
e



  אינו קיים. 

  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  תשובות סופיות

 הגבול לא קיים )5
 הגבול לא קיים )6
 הגבול לא קיים )7
 הוכחה )8
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  נגזרות מרוכבות

  שאלות

  :הנקודות בהן הפונקציות הבאות גזירות כלמצאו את 
  

1(  f z z  

 

2(  ( ) Re zf z  

 

3(   2
f z z 

 

 נניח כי )4   ,f z g z  0גזירות בz  ,   0 0 0f z g z   ו-  0' 0g z  

הוכיחו כי 
 
 

 
 0

0

0

'
lim

'z z

f z f z

g z g z


 

     בור פונקציות מרוכבות ואינה הערה: זו גרסה מסויימת של משפט לופיטל ע

  משפט בחדו"א.לזהה             

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  תשובות סופיות

 הפונקציה אינה גזירה באף נקודה במישור המרוכב )1
 הפונקציה אינה גזירה באף נקודה במישור המרוכב )2
0zהפונקציה גזירה אך ורק ב  )3  
 הוכחה )4
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  רימן -משוואות קושי 

  שאלות

הראו כי  )1   2 Imf z z z  כלאינה גזירה ל z. 

  

הראו כי  )2   2 2f z xy i x y   0הנקודות בהן  כלאינה גזירה בz   

 
a,מצאו מספרים ממשיים  )3 b  כך שהפונקציה

      3cos 3 sin bax xf z e y i e y   .תהיה גזירה בכל נקודה 

 

נתון כי  )4  z
f z

z
 0 - אינה רציפה בz  .  

 הנקודות (אם קיימות) בהן הפונקציה גזירה. מצאו את כל
  

)נניח כי  )5 )f z  גזירה בתחוםD,  ונניח כי Re ( ) 0f z  כלל z D.  

)הוכיחו כי  )f z .קבועה 

 

)נניח כי  )6 )f z  פונקציה גזירה שאינה קבועה בתחוםD.   נגדיר( ) ( )g z f z כלל 

z D הוכיחו כי .( )g z  בכלאינה גזירה D. 

  

פונקציה נתונה ה )7
4

1
 

    0( )
0        0

ze zf z
z

  
 

  הוכיחו את הטענות הבאות: 

 .הפונקציה אינה רציפה בראשית  .א
 .רימן מתקיימות בראשית- משוואות קושי  .ב

 

)נניח כי  )8 )f z  אנליטית בתחום | Im( ) 0H z z   . 

)הוכיחו כי  ) ( )g z f z  אנליטית בתחום | Im( ) 0H z z   
  

  

)Reהוכיחו כי  )9 )( ) zf z e נקודה במישור המרוכב אינה גזירה בשום 

 

2נתונה הפונקציה  )10 2( )f z cx xy ixy    כאשרC נתון כי  קבוע מרוכב כלשהוא

( )f z  1גזירה בנקודה i מצאו את הקבוע .C  ואת כל הנקודות בהן הפונקציה

 .זירהג
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2נתונה הפונקציה  )11 21
( ) ln( ) arctan( )

2

y
f z x y i

x
    .  

)קבעו האם הפונקציה  )f z  אנליטית בחצי המישור הימני | Re( ) 0H z z  . 

 

נתונה הפונקציה  )12 
2 2

2( ) cos( ) sin( )
x y

f z e xy i a xy


   .  

 פית (אנליטית) בכל המישור?זוהי פונקציה הולומור aעבור אילו ערכי 
 

 (טענה חשובה) )13

אם  g z אנליטית בתחום D  ו- ( )g z אז גם  קבועה g z .קבועה  

  

0R נניח כי )14   ונתונה : 0,f D R  .גזירה  

 נגדיר  R
g z f

z
   
 

. מצאו תחום בו  g z .מוגדרת ובדקו אם היא גזירה שם 

  
  
  

  תשובות סופיות

 הוכחה )1
 הוכחה )2
3( 3, 3a b   

 הפונקציה אינה גזירה בכל המישור המרוכב )4
 הוכחה )5
 הוכחה )6
 הוכחה )7
 הוכחה )8
 הוכחה )9

10( 3

2
c   והנקודות הן

1 1
0,1,

4 2
z i  

 כן )11

12( 1a  
 הוכחה )13

התחום בו  )14 g z 1) הוא גזירהמוגדרת (וגםz  
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  פונקציות הרמוניות

  שאלות

3הראו כי הפונקציה  )1 23x xy המישור. כלהיא פונקציה הרמונית ב 

  

2הראו כי הפונקציה  )2 2x y המישור ומצאו לה  כלהיא פונקציה הרמונית ב

 צמודה הרמונית.
 

הראו כי הפונקציה  )3   2 2f z xy i x y    היא פונקציה גזירה בראשית

  פונקציה הרמונית.  אך החלק המדומה שלה אינו הצירים

האם  f z ?הולומורפית בראשית 

  

הראו כי הפונקציה  )4     , sin coshu x y x y כלהיא פונקציה הרמונית ב 

ומצאו את הצמודה ההרמונית שלה המישור ,v x y  המקיימת 0,0 2v    

.רמז:     sinf z z  

 

הראו כי הפונקציה  )5     , cos sinh yu x y x כלהיא פונקציה הרמונית ב 

המישור ומצאו פונקציה הלומורפית כך שמתקיים    , Reu x y f. 

  

הראו כי הפונקציה  )6   , sinyv x y e x  היא פונקציה הרמונית במישור, מצאו

לה פונקציה צמודה הרמונית  ,u x y  ופונקציה שלמה f z  כך שמתקיים

     , ,f z u x y iv x y . 

  

הראו כי הפונקציה  )7   1
, cosu r r

r
    

 
0rהיא פונקציה הרמונית בתחום   .  

רמז:  ,u r  2מקיימת  תקרא הרמונית אם היא '' ' '' 0rr rr u ru u  . 

  

נתון כי  )8   1
, cosu r r

r
    

 
0rהיא פונקציה הרמונית בתחום    .  

 מצאו לה צמודה הרמונית בתחום זה.
  

הוכיחו כי  )9  3 2, 2 3u x y x x xy    היא פונקציה הרמונית ומצאו לה צמודה

 הרמונית.
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תהי  )10     , ,f z u x y i v x y   .פונקציה שלמה  

הוכיחו כי      2 2
, , ,g x y u x y v x y  .פונקציה הרמונית 

  

תהי  )11     , ,f z u x y i v x y   .פונקציה שלמה  

הוכיחו כי      , sin , cosh ,g x y u x y v x y        פונקציה הרמונית. 

  

האם קיימות פונקציות הרמוניות מהצורה  )12 
2 2

,
x y

u x y
x


 

  
 

 

 פונקציה לא ידועה)? אם כן, מצאו אותן. 2C(כאשר 

  

האם קיימות פונקציות הרמוניות מהצורה  )13 ,
x

u x y
y


 

  
 

 

 אם כן, מצאו אותן. פונקציה לא ידועה)? 2C(כאשר 

 

הראו כי הפונקציה  )14   sinh cosx y מונית בכל המישורהיא פונקציה הר,  

 .שלה ומצאו את הצמודה ההרמונית
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  תשובות סופיות

 הוכחה )1
 2xyהצמודה ההרמונית היא  )2

הפונקציה  )3 f z אנליטית בראשית/אינה הולומורפית 

הצמודה ההרמונית היא  )4   cos sinh 2x y  

5(    sinf z i z   

6(          ,    , cosi z yf z e u x y e x     

 הוכחה )7

הצמודה ההרמונית היא  )8 1
sinr

r
  

 
 

9(   2 3, 2 3v x y y x y y   

 הוכחה )10
 הוכחה )11

12(   1
22 2

,
c

u x y c
x y

x

  
 
 
 

 

13(   1 2, arctan
y

u x y c c
x

   
 

 

14(      , cosh sinv x y x y 

  


